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RESUME : Au cours de ces dernières années, des systèmes de vélos en libre-service fleurissent dans plusieurs villes en 
Europe (Vélib' à Paris, Vélov’v à Lyon, Bicing à Barcelone, etc.). Contrairement aux systèmes de transport 
traditionnels, très peu d’études fondamentales (voire aucune) ont été menées. Pourtant, de nombreuses questions 
émergent, la principale étant la question d'une régulation efficace. Le travail développé dans cet article est d’une aide 
précieuse pour la mise en œuvre et l'exploitation des systèmes de vélos en libre-service. Nous développons un modèle 
dynamique pouvant prendre en compte toute la dimension du fonctionnement de ce type de systèmes. Notre approche 
repose sur les réseaux de Petri (avec des poids sur les arcs variables en fonction du marquage actuel) pertinents aussi 
bien pour l’analyse que pour la simulation. A notre connaissance, il s’agit d’un premier travail du genre dans la 
littérature sur les réseaux de Petri et plus généralement sur la régulation des systèmes de vélos en libre-service. 
 
MOTS-CLES :  systèmes de vélos en libre-service, régulation, réseaux de Petri. 
 

1 INTRODUCTION A LA PROBLEMATIQUE 

L’écologie et le développement durable stimule l'innova-
tion dans les transports. Au cours de ces dernières an-
nées, des systèmes de vélos en libre-service fleurissent 
en Europe (Vélib' à Paris, Vélov’v à Lyon, Bicing à Bar-
celone, etc.). L'urgence de la question environnementale 
et leurs avantages en termes de développement durable 
sont tels qu'en de nombreuses villes, il est envisagé de 
mettre en place des systèmes similaires pour d’autres 
moyens de transports tels que les voitures et les utili-
taires. Contrairement aux systèmes de transport tradi-
tionnels, peu d’études fondamentales (voire aucune) sur 
la mise en œuvre et l'exploitation de ces systèmes de 
transport en libre-service ont été menées. Pourtant, de 
nombreuses questions émergent, la principale étant la 
question d'une régulation efficace. D'autres questions 
telles que la taille des stations, le dimensionnement de la 
flotte de véhicules, la localisation des stations sont éga-
lement considérables. 
 
Dans le cadre de cet article, nous nous intéressons au 
problème de régulation. Cette fonction peut se faire par 
des véhicules à remorque transportant des vélos d'une 
station à une autre. La régulation consiste pour l'exploi-
tant à maintenir un nombre minimal de vélos par station 
pour permettre la prise de vélos par les usagers, ainsi 
qu'un nombre maximal inférieur à la capacité de la sta-
tion pour permettre la dépose de vélos par les usagers. 
Afin d’appréhender la réalité du terrain de cette fonction, 
un excellent entretien avec les responsables de la régula-
tion de Vélib’ (Paris) est disponible sur le site internet : 

http://blog.velib.paris.fr/blog/reportages/entretien-avec-
les-responsables-de-la-regulation-velib-episode-2/. 
Comme extrait de cet entretien, nous reprenons deux 
réponses à deux intéressantes questions : 
 

•  Comment définiriez-vous le rôle de la régulation ? 
« Très simplement : prendre des vélos là où il y en 
a trop pour les emmener là où il n’y en a pas assez. 
Dans un modèle théorique et parfait, chaque station 
devrait être remplie à 50 % de Vélib’, laissant ainsi 
une moitié de bornes vides pour accueillir de nou-
veaux vélos. La réalité est bien sûr plus com-
plexe ». 

•  Quels sont vos objectifs chaque jour ? « Nous avons 
trois priorités. Tout d’abord, éviter les stations 
pleines, car nous savons que pour les usagers il n’y 
a rien de plus inconfortable que de se retrouver 
avec un vélo sur les bras. Puis, éviter les stations 
vides. Et enfin, parvenir à équilibrer vélos et places 
vides entre les différentes stations au niveau d’un 
quartier ». 

 
Le travail développé dans cet article est d’une aide pré-
cieuse pour la mise en œuvre, l'exploitation et la régula-
tion des systèmes de vélos en libre-service. Nous propo-
sons un modèle dynamique complet pouvant prendre en 
compte toute la dimension du fonctionnement de ce type 
de réseaux de transport. Ce travail repose sur les réseaux 
de Petri (à poids sur les arcs variables) pertinents aussi 
bien pour l’analyse que pour la simulation. A notre con-
naissance, il s’agit d’un premier travail dans la littérature 
portant sur la régulation des systèmes de vélos en libre-
service à l’aide d’une approche basée sur les réseaux de 
Petri.     



MOSIM’10 - 10  au 12 mai 2010 - Hammamet - Tunisie 

Après avoir introduit la problématique que nous traitons 
dans cet article, le reste de ce travail s’organise autour de 
trois principales sections : 
 
•  La deuxième section est une discussion sur le choix 

des réseaux de Petri comme outil de modélisation et 
d’analyse de ces systèmes et nous donnons, par la 
même occasion, quelques concepts de base de cet 
outil de modélisation.  

•  La troisième section est dédiée au cœur du sujet où 
nous développons un modèle RdP permettant de 
reproduire finement le fonctionnement de cette 
classe de systèmes tout en s’attachant plus particu-
lièrement au problème de régulation.  

•  La quatrième partie est dédiée à la validation du 
modèle. Nous utilisons un outil de simulation que 
nous avons développé pour simuler des réseaux de 
Petri stochastiques ayant des arcs à poids variables 
en fonction du marquage actuel du réseau.  

Enfin, ce travail sera conclu par un ensemble de perspec-
tives visant l’exploitation du modèle sur un cas concret.  

2 CHOIX DES RESEAUX DE PETRI COMME 
OUTIL DE MODELISATION 

Les réseaux de Petri sont aujourd’hui l’un des outils de 
modélisation et d’évaluation de performances les plus 
puissants et les plus étudiés dans la littérature  (Murata, 
1989), (David et Alla, 1992). Leur formalisme à la fois 
graphique et mathématique permet de modéliser fine-
ment divers phénomènes notamment la synchronisation, 
le parallélisme, le partage de ressources ou encore des 
situations de conflits. Ce sont, sans doute, des exemples 
parmi les nombreux phénomènes caractérisant la dyna-
mique des systèmes de transport d’une manière générale.  
 
Les principales applications des réseaux de Petri dans le 
domaine du transport se sont focalisées sur la régulation 
des feux de trafic (Jensen, 1992)-(Di Cesare et al. 1994)- 
(Gallego et al., 1996)-(Wang et al., 1999)- Di Febrarro et 
al., 2004)-(Tolba et al. 2008). Néanmoins, ils sont éga-
lement utilisés avec succès pour la modélisation, 
l’analyse, l’évaluation et/ou l’optimisation des systèmes 
de transport urbains (Castelain et Mesghouni 2002)-
(Bouyekhf et al., 2003)-(Abbas-Turki, 2003)-(Nait-Sidi-
Moh, 2003).  
 
Certes, ces travaux de recherche montrent la pertinence 
du choix des réseaux de Petri pour l’étude de cette classe 
de systèmes, mais dans le cadre de ce travail, nous trai-
tons un autre type de transport dont l’organisation et la 
régulation s’avèrent plus complexe à cause du mode de 
fonctionnement en libre-service. Contrairement aux sys-
tèmes de transport traditionnels, peu d’études fondamen-
tales (voire aucune) sur la mise en œuvre et l'exploitation 
des systèmes de transport en libre-service ont été me-
nées. Plus particulièrement, à notre connaissance, il 
n’existe aucune étude qui repose sur  les réseaux de Petri 
comme un outil de modélisation et d’analyse des sys-
tèmes de vélos en libre-service.    

2.1 Définitions et concepts de base des RdP 

Le grand intérêt scientifique des réseaux de Petri a con-
duit au développement de plusieurs variantes comme : 
les réseaux de Petri temporisés, les réseaux de Petri sto-
chastiques, les réseaux de Petri continus, ou encore les 
réseaux de Petri hybrides. Pour la suite de ce travail, 
nous supposons le lecteur est familier du fonctionnement 
et des propriétés de base des Réseaux de Petri (Murata, 
1989), (David et Alla, 1992). 
 
Un réseau de Petri à arcs inhibiteurs est un graphe orien-
té biparti dont les nœuds sont des places et des transi-
tions. On peut le définir comme un 6-uplets : 
 

PN = (P, T, Pré, Post, Inhib, M) 
où : 
•  P = {P1, P2, …, Pn} est l’ensemble fini non vide des 

places du réseau. 
•  T = {T1, T2, …, Tm} est l’ensemble fini non vide des 

transitions du réseau. 
•  Pré : (P x T)→N est l’application d’incidence avant 

qui définit les poids des arcs reliant les places aux 
transitions. 

•  Post : (P x T)→N est l’application d’incidence ar-
rière qui définit les poids des arcs reliant les transi-
tions aux places. 

•  Inhib : (P x T)→N  est l’application qui définit les 
poids des arcs inhibiteurs reliant les places aux 
transitions. 

•  M : (P x T)→N est une fonction de marquage don-
nant la distribution des jetons dans les places. On 
note par M0 le marquage initial du réseau. 

 
Notations : N représente l’ensemble des nombres 
entiers. Les matrices Pré et Post sont des matrices n x m. 
Pré(Pi, Tj) est le poids de l’arc reliant la place Pi à la 
transition Tj. Post(Pi, Tj) est le poids de l’arc reliant la 
transition Tj à la place Pi. Inhib(Pi, Tj) est le poids de 
l’arc inhibiteur entre une place Pi et une transition Tj. Du 
point de vue graphique, les places sont représentées par 
des cercles, les transitions par des barres ou des 
rectangles. Les arcs (Pré et Post) qui relient les places 
aux transitions et vice versa sont des arcs orientés 
pondérés. Les arcs inhibiteurs sont représentés par des 
arcs avec un petit cercle à l’extrémité. On note par •Tj 
(resp. Tj

•) l’ensemble des places d’entrée de la transition 
Tj, (resp. l’ensemble des places de sortie de la transition 
Tj) et par °Tj l’ensemble des places d’entrée reliées à Tj 
par des arcs inhibiteurs. 
 
Une transition Tj est franchissable (validée) pour un 
marquage M si et seulement si : 
 

,  ( ) Pré(P , )
i j i i j
P T M P T•∀ ∈ ≥  (1) 

,  ( ) ( , )
i j i i j
P T M P Inhib P T∀ ∈ <�  (2) 

 
Le franchissement d’une transition Tj validée consiste à 
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retirer Pré(Pi, Tj) jetons de chaque place Pi ∈ •Tj et à 
ajouter Post(Pi, Tj) jetons dans chaque place Pi ∈ Tj

•. 
Ainsi, à partir du marquage M, le franchissement de la 
transition Tj conduit à un nouveau marquage M’ défini 
comme suit : 
 

, '( ) ( ) Pré( , ) ( , )
i i i i j i j
P P M P M P P T Post P T∀ ∈ = − +  (3) 

 
2.2 Nécessité du concept de poids sur les arcs va-

riables en fonction du marquage actuel du ré-
seau 

Pour pouvoir exprimer le fonctionnement des systèmes 
de transport en libre-service notamment leur système de 
régulation, le concept de « poids sur les arcs variables 
en fonction du marquage actuel du réseau » est néces-
saire. Ce concept est déjà introduit pour la modélisation 
des systèmes de gestion de stocks et des chaînes logis-
tiques en général dans les travaux de (labadi et al., 2007). 
A titre d’exemple, dans un système de stockage, la quan-
tité de produits qu’il faut commander pour réapprovi-
sionner un stock dépend du niveau du stock courant (in-
ventaire) et des commandes des clients reçues. Pour 
pouvoir modéliser ce genre de situations ou en d’autres 
termes, afin de déclencher des activités en fonction de 
l’état actuel du système, il a fallu introduire dans le mo-
dèle ce concept de « poids sur les arcs variables en fonc-
tion du marquage courant ».  
 
Dans le cadre de cet article, nous verrons que ce concept 
est très utile pour la modélisation notamment de la fonc-
tion de régulation puisqu’elle dépend du nombre de vé-
los disponibles dans chaque station au moment du con-
trôle. Autrement dit, le nombre de vélos à ajouter ou à 
retirer dans une station donnée n’est pas toujours le 
même. Il varie en fonction du nombre de vélos actuel 
dans cette station. Ainsi, les poids des arcs du modèle 
RdP utilisé dans ce travail peuvent être variables en 
fonction du marquage courant du réseau. Le poids w(i, j) 
de chaque arc (i, j) peut être défini comme une fonction 
linéaire en fonction du marquage courant du réseau. 
Formellement, w(i, j) peut s’écrire de la manière sui-
vante : 
 

( ) ( )( , )
i

i

ij ij iP
P P

w i j M Pα β
∈

= + ⋅∑  (4) 

 
Les coefficients α, β sont des entiers (pouvant être nuls). 
On assume que cette fonction affecte des valeurs 
positives au poids de chaque arc (i, j) à chaque instant où 
la transition reliée à cet arc est validée. 
 
A titre d’exemple, dans le RdP de la figure 1, on voit que 
les poids des deux arcs Post(PR1, TR1) et Pré(TR1, PS1) 
reliant PR1 à TR1 et TR1 à PS1 dans cet ordre dépendent 
du marquage actuel de la place PS1 noté par M(PS1). 
 
Pour le marquage initial du réseau, Mi = (2, 5)T, la 
transition TR1 est franchissable puisque : 

1 1 1 1( ) 5 ( , )= 4 ( ) 2M PR Post PR TR M PS= ≥ − =  

1 1 1( ) 2 ( , ) 4M PS Inhib PS TR= < =  

 
 
 
 
 
 
 

Figure 1. Exemple d’illustration d’un RdP avec des 
poids sur les arcs variables en fonction du marquage. 
 
Le franchissement de la transition TR1 à partir du 
marquage initial Mi conduit à un nouveau marquage Mf  
= (4, 3)T puisque que : 

1 1 1( ) ( ) 4 ( ) 2 4 2 4.
f i i

M PS M PS M PS   = + − = + − =      

1 1 1( ) ( ) – 4 ( ) 5 – 4 2 3.
f i i

M PR M PR M PS   = − = − =      
 

3 MODELISATION D’UN SYSTEME DE VELOS 
EN LIBRE-SERVICE 

Cette section est dédiée au développement d’un modèle 
dynamique d’un système de vélos en libre-service. Un 
modèle RdP sera présenté d’une façon modulaire afin de 
comprendre la dynamique du système au travers des dif-
férentes fonctions qu’il réalise notamment la fonction de 
régulation des stations. 
 
3.1 Description du système à modéliser 

Un système de vélos en libre-service est un réseau de 
transport composé d’un ensemble de N stations noté par 
S = {S1, S2, …, SN}. Chaque station Si ∈ S est équipée 
d’un nombre limité, noté Ci, de points d’attache de vélos 
déterminé en fonction de l’environnement de la station et 
de sa fréquentation estimée. C’est un système de location 
en libre service disponible 24h/24. Les stations sont 
constituées d’une borne permettant notamment la loca-
tion de vélos. Elles sont distantes de quelques centaines 
de mètres (300 mètres environ pour Vélib’ Paris). Pour 
faire son trajet, chaque usager prend un vélo dans une 
station et le dépose dans une autre. Afin, de parvenir à 
équilibrer vélos et places vides entre les différentes sta-
tions, un système de régulation est nécessaire. La régula-
tion se fait par des agents de régulation qui visitent les 
différentes stations. Ils utilisent des véhicules tractant 
une remorque chargée de vélos.  Le principe général de 
la régulation du système consiste pour l'exploitant à 
maintenir un nombre minimal, noté Ri, de vélos par sta-
tion Si pour permettre la prise de vélos par les usagers, 
laissant  ainsi un certain nombre (Ci – Ri) de bornes vides 
pour accueillir de nouveaux vélos. 
 
3.2    Développement d’un modèle RdP en vue de la 

régulation du système 

Après la description fonctionnelle du système de vélos 
en libre-service, nous avons développé un modèle dyna-

PR1 PS1 
TR1 

4 

4 – M(PS1) 
4 – M(PS1) 
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mique qui intègre le système de régulation. Pour des 
raisons de clarté, nous nous sommes contentés de repré-
senter, par la figure 2, le modèle pour un réseau à trois 
stations. La généralisation à N stations sera discutée dans 
la section qui suivra. Elle peut se faire systématiquement 
en fonction de trois principaux modules qui seront défi-
nis dans la suite de cette section.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure 2 : Modèle RdP pour un réseau à trois stations 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Le tableau 1, ci-dessous, fournit la désignation de 
l’ensemble des places, des transitions et des paramètres 
du modèle RdP. 
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Désignation des places, des transitions 
 et paramètres du modèle RdP 

PSi Représente une station Si. Son marquage 
M(PSi) correspond au nombre de vélos dispo-
nibles dans la station Si. 

PRi Représente la voiture à remorque utilisée pour 
la régulation. Le marquage M(PRi) correspond 
au nombre de vélos disponibles dans ce véhi-
cule au moment de la visite d’une station Si. 

POi Permet d’indiquer si le nombre de vélos dans 
une station Si est supérieur au seuil de régula-
tion Ri. 

PCi Permet d’indiquer si le contrôle de régula-
tion d’une station Si est terminé lors de la vi-
site du véhicule de régulation :  
- M(PCi) = 1 signifie que le contrôle de régu-
lation est terminé et le déplacement du véhi-
cule de régulation vers une autre station voi-
sine est en cours.  
- M(PCi) = 0 (et M(PRi) ≠ 0) signifie que le 
contrôle et/ou la régulation est en cours pour 
la station Si.   

TR i Permet de tester et de rajouter (si nécessaire) 
des vélos dans une station Si. 

TO i Permet de tester si le nombre de vélos dans 
une station Si est supérieur au seuil de régula-
tion Ri. 

TSi Permet la suppression de vélos dans une sta-
tion Si si nécessaire (si le nombre de vélos 
dans Si est supérieur à Ri) 

TE i Permet de tester si le nombre de vélos dans 
une station Si est égal au seuil de régulation Ri 

Ri Seuil de régulation appliqué au niveau d’une 
station Si. 

Ci Capacité d’une station Si en nombre de vélos 
qu’elle peut contenir (correspond au nombre 
de points d’attache de vélos dans Si). 

Tableau 1 : Désignation des places et des transitions 
 

Bien évidemment, le tableau 1 et la figure 2 seuls ne 
suffisent pas pour comprendre le fonctionnement du 
modèle développé. Ainsi, comme on peut le constater sur 
ce modèle, trois principaux modules peuvent être 
identifiés dont la fonction est spécifique à chaque 
module. En effet, le modèle global est composé 
de l’ensemble des modules suivants : 
•  Module représentant la régulation de chaque station 

Si.  
•  Module représentant les déplacements  des vélos 

d’une station à une autre dus aux retraits et aux dé-
pôts de vélos effectués par les usagers. 

•  Module représentant le déplacement du véhicule 
d’une station à une autre  pour un contrôle de régu-
lation. 

 
3.3 Description du module de régulation d’une 

station Si  

Le module permettant de réaliser la fonction de 
régulation d’une station Si est représenté par la figure 3. 

On peut voir la duplication de ce module sur le système 
global (figure 2) au niveau de chaque station Si.   
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Figure 3 : Module de régulation d’une station Si (ici i=3) 

 
Ce module de régulation est constitué de l’ensemble des 
places PSi, PCi, PRi ; de l’ensemble des transitions TEi 
TRi, TSi, TOi et bien sûr de l’ensemble des arcs reliant 
ces deux ensembles. Comme indiqué dans le tableau 1, 
la place PSi représente une station Si ; la place PRi 
représente le véhicule de régulation visitant la station Si 
et la place PCi permet d’indiquer l’état du contrôle (en 
cours ou terminé) de la station Si. Ce module permet de 
réaliser trois principales fonctions décrites ci-dessous : 

3.3.1 Fonction d’ajout de vélos dans la station si né-
cessaire  

Cette fonction est assurée à l’aide de la transition TRi 
reliée, à l’aide d’un ensemble d’arcs, à la place PRi et à 
la place PSi. En effet, la transition TRi permet de tester et 
de rajouter (si nécessaire) des vélos dans la station Si ; 
 
•  La validation de la transition TRi consiste à contrô-

ler s’il est nécessaire de rajouter des vélos dans la 
station Si. Elle est franchissable si et seulement si : 

 
( ) ( , ) .

i i i i
M PS Inhib PS TR R< =  (5) 

 
Ce qui signifie que le nombre de vélos dans la station Si 

doit être au dessous du seuil de régulation fixé à Ri. 
 
( ) ( , ) 1.

i i i
M PC Inhib PC TR< =  (6)  

Cette condition est équivalente à M(PCi) = 0 (puisque le 
marquage est toujours positif). Elle signifie que le 
contrôle de régulation est en cours. 
 
( ) ( , ) – ( ).

i i i i i
M PR Post PR TR R M PS≥ =  (7) 

R3 



MOSIM’10 - 10  au 12 mai 2010 - Hammamet - Tunisie 

Ce qui impose la disponibilité dans le véhicule de 
régulation d’un nombre de vélos suffisant pour pouvoir 
ramener le nombre de vélos dans la station Si à Ri 
(autrement dit le marquage de la place PSi à Ri). 
 
•   Une fois la transition TRi est validée, son franchis-

sement consiste à re-compléter à Ri le nombre de 
vélos de la station Si. Ainsi, le marquage va évoluer 
comme suit : 

 
( ) ( ) – Pré( , )

           ( ) ( ) .
i i i i

i i i

M PR M PR PR TR

M PR R M PS

′ =

 = − −  

  (8) 

 
Ceci consiste à retirer Ri - M(PSi) jetons dans la place 
PRi (retrait de vélos dans le véhicule de régulation). 
 
( ) ( ) ( , )

           ( ) ( ) .
i i i i

i i i i

M PS M PS Post PS TR

M PS R M PS R

′ = +

 = + − =  

 (9)  

 
Ceci consiste à ajouter Ri - M(PSi) jetons dans la place 
PSi (ceci revient à ramener le nombre de vélos dans la 
station Si à Ri vélos). 

3.3.2 Fonction de retrait de vélos dans la station si 
nécessaire  

Cette fonction est assurée au moyen des transitions TOi 
et la transition TSi. Plus exactement, la transition TOi 
permet d’effectuer le test « si le nombre de vélos dans Si 
est supérieur à Ri » et la transition TSi est chargé du 
retrait de vélos (superflu). 
 
•  La validation de la transition TOi consiste à contrô-

ler s’il faut retirer des vélos dans la station Si. Elle 
est franchissable si et seulement si : 

 
( ) Pré( , ) ( 1).

i i i i
M PS PS TO R≥ = +  (10)   

 
Ce qui signifie que le nombre de vélos dans la station Si 
doit être au dessus du seuil de régulation fixé à Ri. 
 
( ) Pré( , ) 1.

i i i
M PR PR TO≥ =  (11)   

 
Ce qui permet de conditionner ce test à se faire 
uniquement lorsque le véhicule de régulation est arrivée 
à la station Si. Ceci est vrai lorsqu’on a M(PRi) ≠ 0, 
autrement dit lorsqu’on a au moins M(PRi) = 1). 
 
( ) ( , ) 1.

i i i
M PO Inhib PO TO< =  (12)   

 
Ce qui permet de vérifier que ce test n’a pas encore été 
effectué pour cette station Si. 

 
Le franchissement de la transition TOi  consiste à déposer 
un jeton témoin dans la place POi qui permettra la 
validation de la transition TSi pour le retrait du superflu. 
Le franchissement de la transition TOi fait évoluer le 
marquage des places concernées comme suit : 

 ( ) ( ) ( , ) 1.
i i i i

M PO M PO Post PO TO′ = + =  (13)   

 
A noter qu’initialement M(POi) = 0 (vu les conditions de 
franchissement de TOi). Les autres arcs formant les deux 
boucles (PSi, TOi) et (TOi, PRi) n’ont aucune incidence 
sur le marquage des places PSi et PRi. En réalité, elles 
ont servi uniquement pour exprimer les deux conditions 
de franchissement ( ) 1

i
M PR ≥ et ( ) 1

i
M PO <  de la transi-

tion TOi. 
 
•  Pour valider le franchissement de la transition TSi 

(rajout de vélos dans Si), il faut satisfaire les condi-
tions suivantes : 

 
( ) Pré( , ) 1.

i i i
M PO PO TS≥ =  (14)   

 
Elle consiste à vérifier le résultat du test précédant 
concernant le nombre de vélos dans la station Si à l’aide 
du marquage témoin de la place POi. 
 
( ) Pré( , ) .

i i i i
M PR PR TS R≥ =   (15)   

 
Cette condition signifie la disponibilité d’un nombre de 
vélos suffisant pour pouvoir ramener le nombre de vélos 
dans la station Si à Ri. 
 
( ) Pré( , ) ( ).

i i i i
M PS PS TS M PS≥ =   (16)   

 
Cette condition est toujours vraie. Elle correspond au 
poids de l’arc (PSi, TSi) utilisé pour pouvoir ramener le 
marquage de PSi à Ri à l’aide de l’arc entrant (TSi PSi) de 
poids égal à Ri. 
 
•  Le franchissement de la transition TSi permet de 

réaliser la fonction attendue.  Elle s’agit de retirer 
un certain nombre de vélos dans la station Si afin de 
ramener ce nombre à Ri vélos. En termes du réseau 
de Petri, le franchissement de la transition TSi con-
siste à : 

 
( ) ( ) ( , ) Pré( , )

                         ( ) ( ) .
i i i i i i

i i i i

M PS M PS Post PS TS PS TS

M PS R M PS R

′ = + −

= + − =
 (17)   

 
Ceci revient à ramener le marquage de la place PSi 
(station Si) à Ri jetons (vélos). 

 
( ) ( ) Pré( , ) ( , )

                                 ( ) ( ).
i i i i i i

i i i

M PR M PR PR TS Post PR TS

M PR R M PS

′ = − +

= − +
(18)   

 
Ce qui signifie que le superflu de jetons (M(PSi) - Ri) est 
remis dans la place PRi (véhicule de régulation). 

3.3.3 Fonction  « ni ajout/ni retrait de vélos dans la 
station »  

Cette fonction se réalise dans le cas où le contrôle de 
régulation indique que le nombre de vélos correspond 
exactement au seuil de régulation fixé à Ri.  Autrement 
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dit lorsque, le M(PSi) = Ri. Cette fonction se réalise à 
l’aide de la transition TEi reliant la place PSi et PCi avec 
l’ensemble des arcs associés. 

 
•  En termes du réseau de Petri, la transition TEi est 

franchissable si et seulement si : 
 
( ) Pr ( , )

i i i i
M PS é PS TE R≥ =  et  (19)   

( ) ( , ) 1
i i i i

M PS Inhib PS TE R< = +   (20)   

 
Ces deux conditions sont équivalentes à la condition 
que ( )

i i
M PS R= . 

 
( ) ( , ) 1

i i i
M PC Inhib PC TE< =   (21)   

 
Autrement dit M(PCi) = 0 qui signifie que le contrôle de 
régulation est en cours (n’a pas encore eu lieu). 
 
•  Contrairement aux franchissements des transitions 

TSi et TRi (retrait et rajouts de vélos dans Si), le 
franchissement de la transition TEi va permettre 
uniquement d’indiquer que la visite de la station Si 
est terminée pour libérer le véhicule à aller vers une 
autre station. Ainsi le franchissement de la transi-
tion TEi conduit au marquage suivant : 

 
( ) ( ) ( , )

( ) 1 1.
i i i i

i

M PC M PC Post TE PC

M PC

′ = +

= + =
 (22)   

 
(A noter qu’initialement M(PCi) = 0 vu les conditions de 
validation de TEi). Ce marquage indique que le contrôle 
de régulation est terminé et que le véhicule de régulation 
est libéré pour aller effectuer la visite d’une autre station 
voisine. 

 
( ) ( ) ( , ) Pré( , )

( ) ( ).
i i i i i i

i i i i

M PS M PS Post PS TE PS TE

M PS R R M PS

′ = + −

= + − =
 (23)    

 
Ce qui signifie qu’il n’y a pas d’incidence sur le mar-
quage de la place PSi. Les arcs pondérés liant la place 
PSi et la transition TEi ont servi comme un moyen de test 
(conditions de franchissement).  

3.3.4 Exemples d’illustration du fonctionnement du 
module de régulation 

Dans tous les deux exemples ci-dessous, on considère 
que le seuil de la régulation Ri est fixé à 10.  
 
•   EXEMPLE 1. — Nombre de vélos disponibles dans 

la station Si est inférieur à Ri (M(PSi) < Ri). 
 
A l’état actuel du réseau, on voit clairement que la 
station représentée par la place PS3 a un nombre de vélos 
inférieur au seuil de régulation R3 fixé ici à 10. A partir 
du réseau de Petri, on peut voir que la seule transition 
franchissable est TR3 puisque les conditions suivantes 
sont vérifiées : 

3( ) 7 10M PS = <  ; 3( ) 15 10 ( ) 3
i

M PR M PS= ≥ − =  ; 

3( ) 0 1M PC = < . 

Après le franchissement de la transition TR3, le nouveau 
marquage M’  du réseau de Petri est comme suit : 

( )3 3 3( ) ( ) 10 ( ) 7 10 7 10.M PS M PS M PS ′ = + − = + − =  
 

( )3 3 3( ) ( ) 10 ( ) 15 10 7 12.M PR M PR M PS ′ = − − = − − =  
 

3 3( ) ( ) 1 0 1 1.M PC M PC′ = + = + =  

 
 
Figure 4 : Exemple de fonctionnement du module de 
régulation (cas où M(PSi) < Ri). 
 
•   EXEMPLE 2. — Nombre de vélos disponibles dans 

la station Si est supérieur à Ri (M(PSi) > Ri). 
 

 
Figure 5 : Exemple de fonctionnement du module de 
régulation (cas où M(PSi) > Ri). 
 
Dans ce cas, la seule transition validée est TO3 puisque : 

3( ) 15 11M PS = ≥  ; 3( ) 0 1M PO = <  ; 3( ) 0 1M PC = < . 

Le franchissement de la transition TO3 ramène le 
marquage de la place PO3 à 1, c.à.d : 

3 3( ) ( ) 1 1M PO M PO′ = + =  
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Ce nouveau marquage, valide la transition TS3 puisque : 

3( ) 15 15M PS = ≥  ; 3( ) 1 1M PO = ≥  ; 3( ) 0 1M PC = <  ; 

3( ) 22 10M PR = ≥ . 

Après le franchissement de la transition TR3, le nouveau 
marquage du réseau est comme suit : 

3 3 3( ) ( ) 10 ( ) 10.M PS M PS M PS ′ = + − =  
 (Le nombre de 

vélos dans la station S3 passe à 10). 

3 3 3( ) ( ) 10 ( ) 22 10 15 27.M PR M PR M PS′ = − + = − + =  

(Le nombre de vélos dans le véhicule de régulation passe 
à 27 dû à ceux retirés de la station). 

3 3( ) ( ) 1 1.M PC M PC′ = + = (Ce qui indique que le 

contrôle de la station S3 et terminé et que le véhicule de 
régulation peut effectuer son déplacement vers une autre 
station). 

3 3( ) ( ) 1 0.M PO M PO′ = − =  Ceci est une réinitialisation 

du marquage de la place témoin du test que le marquage 
de PS3 était supérieur à R3. 
 
•   A l’aide de ces deux exemples, on voit clairement 

que le modèle de régulation est conforme au fonc-
tionnement recherché. Il permet le contrôle du 
nombre de vélos disponibles dans une station Si et 
ainsi la redistribution des vélos en fonction du pa-
ramètre Ri choisi pour la régulation de cette station. 

3.3.5 Temporisations à associer aux transitions du 
module de régulation 

Nous rappelons que le module de régulation est composé 
de quatre transitions à savoir : TEi ; TRi ; TSi et TOi. 
Chaque transition modélise une opération donnée dont le 
délai opératoire (d’exécution) doit être exprimé par la 
temporisation à associer à la transition correspondante. 
•   Les transitions TEi et TOi peuvent être considérées 

comme des transitions immédiates (zéro délai). La 
transition TEi est franchie pour le cas où le nombre 
de vélos dans la station Si est égal au seuil de régu-
lation Ri. Dans ce cas, il n’y a pas de rajout ou de 
retrait de vélos, donc aucun délai opératoire à pré-
voir pour le franchissement de cette transition. Pour 
ce qui est de la transition TOi qui représente le test 
« si M(PSi) > Ri». On peut estimer que ce test 
s’effectue sans délai opératoire. De plus cette tran-
sition joue un rôle dans la fonction de rajout des vé-
los et le délai opératoire de cette opération sera 
considéré avec la transition TSi. 

•  Des temporisations de type stochastique doivent 
être associées aux transitions TSi et TRi pour expri-
mer les délais opératoires des opérations de retrait 
et de rajout de vélos dans la station Si. Ces tempori-
sations sont stochastiques car le nombre de vélos à 
rajouter ou à soustraire n’est pas déterministe. Il va-
rie à chaque contrôle de régulation en fonction de 
l’état actuel de la station contrôlée. 
 

REMARQUE. — Il est intéressant de remarquer qu’il n’ya 
pas de conflit de franchissement entre les trois transitions 
TSi, TRi et TEi du module de régulation. En effet, les 
conditions de franchissement des trois transitions 

notamment M(PSi) > Ri ; M(PSi) < Ri ; et M(PSi) = Ri 
sont strictement exclusives. 
 
3.4 Description du module de déplacement de vé-

los par les usagers  

Le module RdP de la figure 6 modélise les déplacements 
des vélos d’une station à une autre dus aux retraits et aux 
dépôts effectués par les usagers. En effet, pour faire son 
trajet, chaque usager prend un vélo dans une station et le 
dépose dans une autre (pouvant être la même !). La 
modélisation est faite à l’aide d’un RdP « complet » dont 
le sens où toutes les places sont reliées entre elles dans 
les deux sens à l’aide d’un ensemble de transitions 
notées TSij et des arcs correspondants. 

 
Figure 6 : Module représentant les déplacements des 
vélos d’une station à une autre dus aux retraits et dépôts 
effectués par les usagers. 
 
•  Chaque station Si du réseau de transport est modéli-

sée par une place notée par PSi. Le nombre de vélos 
disponibles dans une station Si à un instant donné 
est représenté par le marquage de la place PSi. Il est 
noté par M(PSi) égal au nombre de jetons dispo-
nibles dans PSi. La capacité de chaque place, notée 
par Ci, correspond au nombre de points d’attache de 
chaque station correspondante Si. Elle est détermi-
née, lors de la conception du système, en fonction 
de l’environnement de la station et de sa fréquenta-
tion estimée. 

•  La dynamique des vélos est assurée par le déplace-
ment de jetons d’une place à une autre par les fran-
chissements des transitions notées par TSij liant à 
l’aide des arcs les différentes places. Les indices 
« ij » indiquent que le vélo a été prélevé par un 
usager d’une station Si et a été déposé par ce même 
usager dans une autre station Sj. On voit sur le ré-
seau des transitions de type TSii avec i = j  (boucle 
sur une même place). Ceci est dû à la possibilité 
qu’un usager prenne un vélo d’une station Si et le 
déposer, après avoir effectué son trajet, dans cette 
même station. 

•  En plus des différents arcs classiques reliant les 
transitions aux places et vice-versa, on voit sur le 
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réseau des arcs inhibiteurs de poids Ci reliant les 
transitions TSij aux places PSi. Ces arcs inhibiteurs 
permettent d’exprimer la capacité limitée Ci de 
chaque station (Ci correspond au nombre de points 
d’attache installés dans une station Si). Par consé-
quent, un usager ne peut pas déposer son vélo dans 
une station pleine. En termes du RdP, une transition 
Tij peut être franchie que si M(PSj) < Ci.  

Le type des transitions de ce module doit être 
stochastique. En effet, les délais des trajets, les temps 
d’utilisation et les distances à parcourir par les usagers 
sont aléatoires. Ceci engendre un processus stochastique. 
En pratique, l’estimation des paramètres à associer à ces 
transitions dépendra de l’environnement de chaque 
station et de sa fréquentation estimée. 
 
3.5 Description du module de déplacement du vé-

hicule de régulation :  

•   Le module représentant le déplacement du véhicule 
à remorque visitant les différentes stations pour le 
contrôle de régulation se compose de l’ensemble 
des places PRi (i = 1, 2, …, N). Chaque place PRi 
peut contenir des jetons représentant l’ensemble des 
vélos disponibles dans le véhicule au moment de la 
visite de la station correspondante Si.  L’ensemble 
des transitions notées TRij permet la modélisation 
des déplacements qu’effectue le véhicule d’une sta-
tion à une autre après chaque contrôle de régula-
tion. 

•  Ce circuit est bien sûr lié à chaque station (à chaque 
place PSi) afin d’assurer la fonction de régulation. 
Ce lien est fait au moyen de  l’ensemble des transi-
tions notées par TRi, TSi, TEi et TOi et de 
l’ensemble des arcs associés composant les mo-
dules de régulation. 

•  En supposant que le contrôle de régulation d’une 
station Si vient d’être terminé. Vu la section 3.3, la 
place PCi sera marquée, M(PCi) = 1, indiquant que 
le contrôle est effectué et que le véhicule est en 
cours de déplacement vers une station voisine Sj en 
franchissant une transition de type TRij. 

•  Formellement, une transition TRij (représentant le 
déplacement du véhicule de régulation de la station 
i à une autre station j) est franchissable si et seule-
ment si : 

 
( ) 1

i
M PC ≥  (24)   

 
Ce qui est vrai lorsque le contrôle de la station Sj est ter-
miné qui se produit en franchissant la transition TEi qui 
dépose un jeton dans la place PCi. 
 
( ) ( )

i i
M PR M PR≥  (25)   

 
Cette condition est toujours vraie. Elle est due au poids 
de l’arc allant de la place PRi et la transition TRij afin que 
son franchissement déplace l’ensemble des jetons (vélos) 

restant dans PRi (véhicule de régulation) vers la pro-
chaine station à contrôler.    
 
•  Le franchissement de la transition TRij (après un 

certain délai correspondant à la temporisation asso-
ciée à cette transition) va faire évoluer le marquage 
du réseau comme suit : 

   
( ) ( ) ( ) ( )

j j i i
M PR M PR M PR M PR′ = + =   (26)   

 
Signifie que le véhicule de régulation est maintenant au 
niveau de la station Sj pour un contrôle de régulation. 
 
( ) ( ) 1 0

i i
M PC M PC′ = − =   (27)   

 
A noter que la place PCi contenait un seul jeton lors de la 
validation de la transition TRij. Maintenant que la place 
PCi est marquée, un nouveau contrôle de régulation de la 
station Si va pouvoir avoir lieu lors de la prochaine visite 
du véhicule de régulation. 
 
REMARQUE. —Dans notre exemple à trois stations, nous 
avons utilisé un seul véhicule de régulation. Bien évi-
demment, pour un réseau concret (à N stations), la régu-
lation doit se faire par quartier. Ainsi, le réseau doit être 
réparti et plusieurs véhicules et circuits de régulation 
doivent être utilisés et représentés en fonction de cette 
répartition.  
 
3.6 Généralisation et dimensionnement du modèle 

pour un réseau à N stations  

La généralisation du modèle développé à N stations est 
intuitive à partir du modèle présenté à trois stations. Le 
nombre de composants (places, transitions et arcs) 
nécessaires pour la construction d’un à N stations est 
déterminé, module par module, dans cette section. 
 
Module de déplacement de vélos par les usagers : En se 
référant au module présenté dans la section 3.4 : 
•  Les N stations Si , (i = 1,2, …, N) sont modélisables 

par N places notées par PSi. 
•  Le bouclage entre toutes les stations (l’ensemble 

des places PSi), puisque les vélos peuvent passer 
d’une station à une autre, nécessite : N2 transitions. 

•  L’ensemble des arcs liant les places aux transitions 
peut être évalué à 2*N2 arcs classiques et N2 arcs 
inhibiteurs. 
 

Module de régulation du nombre de vélos dans les sta-
tions : En se référant à la présentation de ce module dans 
la section 3.3, on voit que la construction de ce module 
nécessite : 
•  3 places notées PRi , POi et PCi (en plus de la place 

PSi déjà comptabilisée en haut). Et comme, ce mo-
dule se duplique au niveau de chaque station Si, le 
nombre de ce type de places est donc 3*N places. 

•  4 transitions notées TOi, TRi, TSi et TEi. Pour la 
même raison, le nombre de ce type de transitions 
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pour un réseau à N stations est donc de 4*N transi-
tions. 

•  L’ensemble des arcs liant les places aux transitions 
(pour un réseau de N stations) s’élève à 19*N arcs 
classiques et 7*N arcs inhibiteurs. 
 

Module de déplacement du véhicule de régulation : 
Pour ce qui est de la représentation de ce module, il est 
réalisé au moyen des transitions notées par TRij. Il faut 
au total N transitions de ce type et 3*N arcs classiques. 
Les places de types PRi sont déjà comptabilisées avec le 
module de régulation. 
 
Ainsi, pour un réseau de N stations, le modèle RdP glo-
bal sera composé de : 

• 4*N places 
• N2 + 5*N transitions 
• 2*N2 + 21*N arcs classiques 
• N2 + 7*N arcs inhibiteurs 

4 VALIDATION DU MODELE A L’AIDE DE LA 
SIMULATION 

Après le développement et l’analyse formelle du 
fonctionnement du modèle , nous présentons ici quelques 
résultats des simulations effectuées pour la validation de 
ce modèle. Pour se faire, nous avons, tout d'abord, 
réaliser un outil de simulation (sous Delphi) à partir d’un 
simulateur réalisé pour le cas des BDSPN (labadi et al., 
2007) utilisant l’aspect des arcs à poids variables. Ainsi, 
l’outil réalisé permet de simuler et d’évaluer les perfor-
mances des réseaux de Petri stochastiques et/ou détermi-
nistes pouvant prendre en compte : 

• Des arcs à poids variables en fonction du mar-
quage actuel du réseau. 

• Des transitions pouvant être immédiates, déter-
ministes et/ou stochastiques. 

• Des politiques de gestion des horloges associées 
aux temporisations des transitions pouvant être 
du type « continue process » ou « restart pro-
cess ». 

 
A titre d’illustration du fonctionnement du modèle, les 
graphiques intitulés « Evolution du nombre de vélos 
dans la station Si » de la figure 7 sont obtenus pour une 
configuration dont les paramètres du modèle sont donnés 
par les trois tableaux ci-dessous. Nous avons considéré 
le même système de la figure 2.    
 
 

R1 R2 R3 C1 C2 C3 

10 10 10 20 20 20 

Tableau 2 : Paramètres Ri et Ci du système (seuil de 
régulation et capacités des stations) 
 
M0(PS1) M0(PS2) M0(PS3) M0(PR1) M0(PR2) M0(PR3) 

15 15 15 10 0 0 

M0(PS1) M0(PS2) M0(PS3) M0(PR1) M0(PR2) M0(PR3) 

0 0 0 0 0 0 

Tableau 3 : Marquage initial du RdP (état initial) 

TS11 TS12 TS13 TS21 TS22 TS23 

E, C, 20 E, C, 5 E, C, 10 E, C, 5 E, C, 20 E, C, 5 

TS31 TS32 TS33 TR1 TO1 TS1 

E, C, 10 E, C, 5 E, C, 20 E, C, 3 I, 0 E, C, 3 

TR2 TO2 TS2 TR3 TO3 TS3 

E, C, 3 I, 0 E, C, 3 E, C, 3 I, 0 E, C, 3 

TR12 TR23 TR31 TE1 TE2 TE3 

E, C, 15 E, C, 15 E, C, 15 I, 0 I, 0 I, 0 

Tableau 4 : Types des transitions (I : immédiate, E : 
Exponentielle, D : Déterministe) ; Types des politiques 
associées à la gestion des temporisations (C : continue 
process, R : restart process) et Délais moyens (en mn) 
associés au transitions. 
 

 
 

 
 

 
 

Figure 7 : Quelques résultats de simulation du modèle 
 
On peut constater sur les trois graphiques que le nombre 
des vélos (marquage des places PSi) dans les trois 
stations « oscille » autour de la valeur de régulation Ri 
(fixée ici à 10 pour toutes les stations). On peut voir que 
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la limite Ci fixée ici à 20 pour toutes les stations est 
également respectée. 
 
A l’aide de la simulation, le tableau ci-dessous donne le 
calcul des marquages moyens des places du RdP. Ceux 
des places PSi correspondent au nombre moyen de vélos 
dans les stations correspondantes. 
 
M0(PS1) M0(PS2) M0(PS3) M0(PR1) M0(PR2) M0(PR3) 

9,51 10,14 10,21 7,98 8,64 8,48 

M0(PO1) M0(PO2) M0(PO3) M0(PC1) M0(PC2) M0(PC3) 

0,07 0,08 0,08 0,28 0,28 0,29 

Tableau 5 : Marquage moyen 
 
Les simulations effectuées confirment pertinemment que 
le comportement du modèle est conforme à notre analyse 
formelle de la section précédente. Ainsi, le modèle 
dynamique  développé est efficace aussi bien pour 
l’analyse que pour la simulation. 

5 CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES 

Cet article montre clairement le grand potentiel des 
réseaux de Petri comme outil de modélisation, d’analyse 
et de simulation des systèmes de vélos en libre-service. 
Ce travail est d’une aide précieuse pour la mise en 
œuvre, l'exploitation et la régulation de ce type de 
systèmes. Le sujet soulève de considérables questions 
notamment le dimensionnement du système (taille des 
stations, seuils de régulation, capacité de la flotte de 
véhicules, …) en vue d’une régulation optimale du 
système. En termes du modèle développé, avoir une 
régulation optimale revient à dimensionner le système 
de façon à éviter au maximum les marquages des stations 
Si aux deux niveaux extrêmes : M(PSi) = Ci et M(PSi) = 
0 (voir la figure 7). Le premier niveau correspond à la 
saturation des stations et le deuxième niveau correspond 
à des stations vides. Sans doute, ces deux niveaux sont 
des situations inconfortables voir désagréables pour les 
usagers. Ce travail va se poursuivre dans le cadre d’une 
thèse de doctorat qui sera lancée en janvier 2010. Une 
collaboration avec un exploitant de ce type de systèmes 
en île de France est en cours de discussion.  
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